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UNIDAD 2. VECTORES EN EL PLANO. 


1. Vector fijo y vector libre. Coordenadas de un vector. 


Un vector fijo es un segmento orientado con origen en un 


SA B 
punto A y extremo en un punto B. Se representa por AB. A > 
Los elementos de un vector fijo son: módulo, dirección y | ] 3l 
sentido. 

Su módulo es la longitud del segmento AB. 
El módulo del vector AB se representa por AB ; AL 4 


Su dirección es la de la recta que lo contiene, es decir, la de 
la recta que pasa por los puntos A y B. 
Su sentido es el que va del origen A al extremo B. -2 o1 O 1 12 3 





Un vector libre es cualquiera de los vectores fijos que 


tienen el mismo módulo, la misma dirección y el mismo i B 
sentido. Se representa por ú,v,w... El conjunto de los 4 
vectores libres del plano se representa por Va. 
EN EN 3 
Ejemplo: los vectores fijos AB y CD, que tienen el mismo A 
módulo, dirección y sentido, representan al mismo vector 2 


vector libre u. 


De la definición se deduce que un vector libre puede 
ubicarse en cualquier lugar del plano o que el origen 
de un vector libre puede ser cualquier punto del plano. 





Componentes o coordenadas de un vector 


Se llaman componentes (o coordenadas) de un vector al par 
ordenado de números reales (a, b) que expresan el 
desplazamiento horizontal y el desplazamiento vertical, 
respectivamente, que hay que hacer para 1r desde su origen 
a su extremo. 


Ejemplo: las coordenadas de estos vectores son: 


ù = (4, 2) v=(-3,2) wWw=(-5,-3)  Z=(3,-2) w 
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Componentes de un vector determinado por dos puntos 


De lo anterior se deduce que si dos puntos P y Q del plano tienen coordenadas P(a, b) y Q(c, d), 


entonces las componentes del vector PQ son PQ =(c-a,d-—b) 


Ejemplo: 5 E 
Los puntos A(1, 3) y B(4, 5) determinan el vector 4 
AB=(4-1,5-3)=(3, 2) , 
A 

Los puntos C(8, —1) y D(6, 1) determinan el vector > 
CD=(6-3,1-(-1) = (3, 2) í 

1 
Nótese que los vectores AB = (3,2) y CD = (3,2), que D 


tienen las mismas componentes, representan al mismo 
vector libre u = (3, 2) 





Vectores opuestos 


Dado el vector ú = (a, b), se llama vector opuesto de ú al vector — ú =(-a,-—b). 


Dos vectores opuestos tienen el mismo módulo y la misma dirección pero sentidos contrarios. 


Ejemplo: los vectores ū =(-4,1) y -u=(4,-1) son opuestos D a 


— Uu 


Módulo de un vector dado por sus componentes 
Dado el vector ú = (a, b), su módulo es el número real positivo ül = ya" +b’ 
Para obtener esta fórmula basta con aplicar del teorema de Pitágoras. 


Ejemplo: el módulo del vector ü = (8, 2) es ül = 432 +2? = /9+4 =413 





Se llama vector unitario al que tiene módulo igual a uno. Para conseguir un vector unitario 
a partir de otro y con su misma dirección y sentido, basta con dividir las coordenadas del 


vector dado por su módulo. 
) NE 


| Gl £ A Ñ 
Ejemplo 1: ú=|—,—-—| es unitario ya que ül = 
Ejemplo 2: un vector unitario con la misma dirección y sentido que el vector ŭ = (3, 2) sería el 
3/13 24/13 a 


NOE 





vector v= 
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2. Operaciones con vectores. 


Producto de un vector por un número real 


Dados k € R, ü € Va, el producto de k por u es igual a otro vector k-ú que tiene: 


— la misma dirección que ü 
— el mismo sentido que ú sık >0 y sentido contrario al de ŭ sik <0 
— de módulo, |k| veces el módulo de ú k . ú = k . ül 


Analíticamente, si ùü = (a,b) > k-u=(k-a,k-b) 





Los vectores en el plano que tienen la misma dirección se 
dice que son linealmente dependientes (1.d.). 


Los vectores 1.d. son vectores paralelos, como ú y k-u. 
Los vectores cuyas coordenadas son proporcionales, como los z 


vectores ú y k-ŭ, son l.d. 





Los vectores en el plano que tienen distinta dirección se dice 

que son linealmente independientes (l.1.). 

Los vectores l.i. son vectores no paralelos, como v y w. N 
Los vectores de coordenadas no proporcionales, son 1.1. 





Suma de vectores 


Dados u,v € Va, la suma de ambos es igual a otro vector ú+v que se obtiene mediante la 


regla conocida como Regla del paralelogramo: al trasladar el origen del vector v sobre el 
extremo del vector uú, el vector suma u+Vv es el que tiene como origen, el origen de ü y como 
extremo, el extremo de v. 





Analíticamente, dados ŭ = (a,b) v=(c,d) > ú+v=(a+c,b+d) 


Ejemplo: dados u = (8, 2), v =(7,—1), el vector suma es ú+v =(3, 2) +(7,-1)=(10, 1) 
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Resta o diferencia de vectores 


Dados u,v€ Va, la resta de ambos es igual a otro vector Uú— v que se obtiene sumándole al 
vector u el opuesto del vector v, es decir, U— V =Uu+(-v). 





Analíticamente, dados ŭ= (a,b) v=(c,d) > ú-v=(a-c,b-d) 


Ejemplo 1: dados ú = (3, 2), v = (7, —1), el vector diferencia es ú— v = (8, 2) - (7, —1) = (-4, 3) 


Ejemplo 2: dados los vectores u = (1, 3), v = (-2,1), w = (1, — 4), el vector Uu-—(v-—w) es: 


ü- (Y — w) = (1, 3) - ((-2, 1) - (1, - 4) = (1, 3) - (53, 5) = (4, — 2) 


3. Combinación lineal de vectores. Base de vectores. 


Dados p,q € R y los vectores ü= (a,b), v = (c, d), se llama combinación lineal de los 


vectores ú,v al vector p-uU+q:v 





Analíticamente, dados p, q € R, U=(a,b), v=(c,d) => p-ú+q:V=(p.-a+q:c,p:b+q:d) 


Ejemplo 1: dados los vectores ú = (2,-—1),v =(3, 2), la combinación lineal 3u +2v es el vector 
3- (2, -1)+2-(3, 2) = (6, - 3) +(6, 4) = (12, 1) 


Ejemplo 2: dados los vectores ú = (-1,0),v =(2,-—1), w = (8, 4), la combinación lineal 
ü + 2v — 3w es el vector (-1,0)+2-(2,-1)-3-(3, 4) = El, 0) + (4, - 2) -(9,12) = (6, -14) 
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Se llama base de vectores del plano a una pareja ú,, ús de vectores no nulos linealmente 
independientes. Se representa por B = { ú;,, Us y. 


Si los dos vectores de una base son ortogonales (forman un ángulo de 90°), se dice que forman 
una base ortogonal. Si los dos vectores de una base, además de ortogonales, son unitarios, se 
dice que forman una base ortonormal. 


Al conjunto de vectores B = { (1, 0), (0, 1) } se le uü = (a,b) 
llama base canónica. 


Esta base es ortonormal porque sus vectores son 


ortogonales y unitarios. (0,1) 
0,1 
La base canónica se suele utilizar para representar 


vectores sobre una cuadrícula. (1,0) 


Cuando habitualmente se indica que un vector tienen por coordenadas ú = (a, b), éstas son sus 
coordenadas respecto de la base canónica, ya que ú=a-(1,0)+b-(0,1) 


Todo vector del plano se puede expresar como combinación lineal de los vectores de una base. 


Dados ve V2 y una base B = { u,, us y, alos números x, y € R tales que Vv=x-ú, +y-: Us, se 


les llama coordenadas del vector v respecto de la base B, es decir, “g = (x, y) 


Ejemplo: los vectores ú, = (1,8), ús = (2,1) forman una base B = { ú,, ús y ya que son l.i. 
Para averiguar las coordenadas del vector v = (1, —7) respecto de la base B, hay que encontrar 


dos números x, y € R tales que V =x-U;, + y : Us 


+2y =1 
(1,-7)=x-01,3+y:(2,1) => aa = E O Por lo tanto, Vp =(-3, 2) 
B 
IX+y=-71 


4. Producto escalar de vectores. 


Dados u,v€ Va, se llama producto escalar de los vectores úu,v al número real que resulta 


de multiplicar sus módulos por el coseno del ángulo que forman ú y v, entendiendo como tal 
al menor de los dos ángulos posibles en el sentido de recorrido de ú a v. 


ú e y = lül- ||- cos(ú, v) 
Propiedades 


P1. El producto escalar del vector O por otro vector cualquiera es el número 0. 


P2. Dos vectores no nulos son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero. 
ulv + úev=0, siendo Ux*O0, vx0O0 


Demostración: si úlv => úsv=|[ú-[v-cos90 => úev=[jú-v-0 => úev=0 


Por otra parte, si úesv=0,conúx0,v*0 => cos(ú,v)=0 => (úv)=9 => úlv 
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P3. El módulo de un vector es igual a la raíz cuadrada del producto escalar de dicho vector 


úl =Vúeú 





consigo mismo. Es decir, 


lo A i o lea 12 12 A a 
Demostración: ú è ú=|ú -fú -cos(ú, ú) = |ūl -cos0”= úl -1=|úl => úl =vúeú 


Expresión analítica del producto escalar de dos vectores 


Dados dos vectores ú = (a,b), v=(c, d) respecto de una base ortonormal B = { ú;,, ùs y: 


El producto escalar de úu y ves úev=a:c+b-d 


Demostración: 

uevy=(a-u +b-u>,)e(c-u +d-us)= 

= (ac): (u, eú,)+(a-d)-(ú, ° ü) + (b-c): (us eú,)+(b- d)- (ús eu) = 
=(a:c)-1+(a:d)-0+(b-c)-0+(b-d)-1=a:c+b-:d 


Ejemplo: el producto escalar de ü = (1,- 2), v=(3,1) es uev=1-3+(-2):1=3-2=1 


Expresión analítica del coseno del ángulo formado por dos vectores 


Dados dos vectores ŭ = (a,b), v=(c, d) respecto de una base ortonormal B = { ú;,, ùs y: 
a:c+b-d | 


Va’ +b? ales +d? 
Demostración: 


Sea a el ángulo formado por úu,v. Despejando a del producto escalar se tiene que: 
a:c+b-d | 


Va? +b* ye? +d? 


El ángulo a formado por U,vV es a= areco 


EPE A uey 
ú e y = |ú|- [v|- cosa. => E => a= arccos] 
ül- P 


Ejemplo: el ángulo formado por los vectores ŭ = (1,- 2), v=(1,1) es 


PAE 


A A A 


O. = arccos > Q=108* 


- areco -tr 


Obtención de un vector ortogonal (normal) a uno dado 


Para obtener un vector ortogonal (normal) a uno dado, basta con cambiar de orden sus 
componentes y cambiar de signo sólo a una de las dos. 


Los vectores ŭ = (a,b), n=(—b,a) son ortogonales ya que u*+sn=a-(—-b)+b:.a=-ab+ba =0 
También son ortogonales los vectores u = (a,b), n=(b,-a) 


Ejemplo: un vector ortogonal al vector ŭ = (3, 5) es n= (-5,3). También lo es ñ =(5,-3). 
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